Pixel Geometry  by Matthews, Stephen G.
	 
 	 	  	  
 			


  
 	

  	


  	
 
  
   

 	 

       

       
   
    
	  

   
  	   	      
 


 

 	

  	
   	 
 	 		
    	        	
	  
 	   
    

   !		
 	

  	
 	
 	 	 		   	
	
   
 	  "#    

 $	 	  	
 	
                       $	 		
	  "

  			 	 	
 	   
 	  
	   %	  	 	     	
 	 " "	

 #"      & %
' "
  	 
	  	  (  
	    ) **
  ) **  **   ) **  **   + )  	  	   ,	 -.

	 / $ 
  	  

 #" 
 	   	

  
     
 0 	 #   	 
   	
 	 	 	 
 
	 	
  	
 1  
"  
'  	'   
 
   %	
 
  	 $	   	

	  	     %		 	  "# 	 !
23 
   	 	  23    

	 %	
 	   "'  	
 	 		

 	
	

 	
  	   
Open access under CC BY-NC-ND license.  

 	
 	 	  	 	     	  	
 "   	   	
 	    
  
  	 %		  23 	  	
 
  	
  
	  	   ,	 		 "	
  23 	
	   "'  	
 	
%	 23 	  "   	  
, 23 	  ' 	  '  
	   	



 
 $ 		  		
	    	 "
%
 "  
	 %
  23 	 
  
 
  "	   

 
	   
 

  
 
 

 %	  	( 	 
	 "  "
		 	 2"'   
	 	   	,	   4 "	
	 "	 
  	
  
	      	 "

  	,	 		 		   	,	   	  "
 
	 $   %	  	   	 
	 
 ,	   !

   Æ	
 

 	4  
  "	
     	 
	 	   "     	

	  
	 
	 5 
 "	 	
 	 "    	%





  	     

  %		   	 
	'  "	    
  

 	  "   

    	%
  "
  
	%
  %	 "	  	 
	 	
'   
  	%
 "
"
 ,        	 
	   "	 	

	 	 "
    	%
  
    			  

 	 "	 	  	 
	 	  
 
 $ 

 	 	"
 	%
  	  
 		4 	     
	  
	
  

 	    
  	%
  "	
    6
 	7  	  	 
	 	  
 

 	     	%
  "    	
  	
 	 
 	8 0    	%
   
%		   	     
    	
	  
 
 

 $    
 	  	,	   	
     		  	%
 "	 	 	
 	 5


	     	  	,	
 

  	   
 "
 " 		 	'   "	  
 	 
  	%

 "     	   	%
  67 
   	
   
	  	 

 	 *	
 
 
  

      	 
	 	 
	 	
 	

    
   
	 
 	  

 	  +
9   +  
 
      
   	
  	



	    	   	  + 
   	 	  
 
	 

	 	  
 
 

 
	 	  	       

	 :/   

	  :/
 

	 : / : /   

	 : /  /

 	%
   	 ;


 	
   
 

5	 "#  (	
 
	' 
 
	   
	
     " 	 	  

	 
 	 	,	

	

	  < ,		   
 	 1  	  	
"	     	  
  		
 
 )
	   '  "	  
 
 $ 
  

 
 	 
 "	

  
 	 ,		 ;
$   1	 	 	  &	
'  	  %		!
	   	    
	  	   	 # 	

'    	%
 
   Æ 	%
  , 	

 $	
'  	  ,		   6	 
	7 " "
	%
 "   	 ,		 %	
 


 
 
   
	'  ,  ="	4 >' 	  

	  !


6	7'    	  6
	7  6
7 		  	 
 %	  	 > $ %	 	  		'  	' 
		 " 
	  
  	%
  "	

  , 	
 

"	 %	
      
   
 
 
 
 
   

  	 
  
 
  
      
   
 
 
 
	  
 
  
 
  
   

 
	
  	 
     

)

  !   
 
 

     
 
 

   
 
    
   
   
 

 
       
  
  	 
  
 
 

   	 
   
  

 
	 
   
  "# 
 "$
$   %	   		      	!
	 > 	,  			  	   	%
     	
0	 	%
 "    	  "	 	   	 
" 
	( 
	 " " 		 	%
' 
   	    &
 %
  	  &	  - 	  	  
 
 	
	%
  $ /!> 	    
   	 
" 	   

   

     
	  
 
   


       
	 	 		 	%
 	 
$  ='  +  
 ( "# "   	  (	

    	(

	 		 		 	%
    	 	 %	

  !     	 	     
     	


   	

 5 ,		  '  +    +  $ 	  	 	  
	 '  	 	  	 $ 		  +  	 

'    +  		

'  +  $ ' '    		
?"  ' '    

	 $'  ,		'  	  
	
 		 ' '   	  	   '    +  	 

"
 $ /   +  5  	 	 @   	 	 ' 		
 	 $ 		 	  
'   ' '    


	 
.	    	   
			 "	  	   	
	   
     	%


  ! 
  	 	 
 
	 
  %  

 
 


       


 
	 $   ,		 



 
	  %	  
  		  
	   

	

  
 		     5 =/  %	  	%
     $ 
    	 	 
   

 5       + ' 
  =A'  + 

 
>


  ! 
 

  
	
 
	 
	
   

   		 
   

  	%
  	 
$  =B  
 	  
	  		 
  "  		    

+  $ "   
	%
  "	 
	 	    

  	  5  =A'     
	
	    
 $  + 

'  		 
  		 	%
    

	 "     


"	 "	 "
   	 	 

   

  	  	 
  
 
 


       		  

	 	%
 	 	
  		 
   

 $  $ >  	  
	  
  +   

 $       '  		      


	  		 
  "     	  
	 		  " 		 	%

	  "    
	   	%
    
	  	 	
 
   "	 	  %	  	   	 >'
=/!=A   "#   
 
		 5 	 		
 %	
    Æ' C
	' ' 1	' 

		'   
    	%
 	  
	 	 	  		
 C
	 

 "     	  C
	7 
 "	   	
	    	 
	  	    
	  	  	( 
	
		  	 


   , 
	 $     

"
 ,   #      	 	%
   	%
 
 
	  		  	%
   	
 	 	  
 $
 	 "   
	  
 .	     	  


   	  +    +   
	    

  	   

     	    +       ?"
" 	   

"	        


	
	 	%
 
  &    	 

 '
 (  
 	
)
   	              
  !     
     
 
	 
  %  
 

    
	  	  
    
	  Æ  
 
*  "+
  Æ 	   
	  +   	  (	
'


"	   	  	   6		7   
	 $ B!A
  	 Æ 	%
   
	  +    
   

  "	    Æ  
	 	 
		



 .     


 
	 	  Æ 	%
  $
  +    %	  
  		      &	 "
"   
    	       

	
 
     

 $  =  	  	( 	%
   
 + 

 $  

+       $  $ >'  %	 

	     +  

 $           

 ' 
"  		'    +  $          
$'       + '   '   '  '    $  =;'
 + '  		'    

   

 $   +  $
  

+     

  
'  +           $   

  +   

     $   

 		

 "  "  

    	    
$ B 

   	  Æ 	%
  67 	 
 	  


	  " 
	     



  
 		  
	 	 	1	    $	  
 
    	  


	 	   "
 	  
"  
 		  	 
	   	 	%
  	 	

   	         Æ  
	   
     +  
  

     
  '   $   '   
    		

 "  "   
    	 
  $ 
     "        + 
'  "  		'     +  $      +  
$  %	  	%
     +            
  +    $'   '   '    '  '     $ 
=;'  +  '  		   	  +   $    + ' 
   
  &    	 !
	   + 	  
$ A 

   		
	 	  (	
 
	 	 Æ
	%
  C (	
 
 	     	
 $ 	%


  &	  	  Æ 	%
  	  		' 
 
	4
' 	
' " 	
'  " 	
 
	 ? 
	       
        
	%
 		

   	 		 	  %	   	%
 

  		 "  	%
 	   $	  	  

  
   '      
?" " 	  	 "	' "	
  	 	 ' 	 

 	%
  	 	 
 0   	%
    
"	
 	    

	   %	  
	   
        

  ,	  	 
   % 
B


   	%
     	
	 $ "   
	 
      '    '    +   +       


	 $  =>'  %	  	( 
  		    
$  	  
 		      "  		
  %	  
 

		       + 

 $ 
$ >  %	  
	     +   

 $    
	      	     

'  	 	  		  
	       

	 $     	 	 
	( 
 
0  %  ,		  	
		  
	 .	   


	   "	
 	   	1	'  %	 		 	%
     


 

 

  

%	' 

%	'   D 

 	
	

 # ,	  	 	

     

 	
	 
	 $  %	 		
	%
    ' 

 

 

  

%	' 

%	'   D 


	
	 ' '  

  

	    

+  $   


 
	'    =>  	 	  
   ' 

'  

  

	    

+  $ 

 

  
	' 
  =>  	 	  
 

 $   

 	  


 '  "  		'   + 

 $  $ >'
 %	  
	     +   

'    

   5 	 	 
		   	    

 	
	 $  + 

 
 
  

   		  	  	  %
  		
	   	 !
	
 	  	 
 	 	 	  
	
  23 	  6	7  	  	 	  	 !
	    	
 #	  	%
 $  	 " "   	
 	  	%
  &	 

  

"	 %	   	
 #  ="	4 >
 $     
  
 
 
 
 
 

 $  

 
 	 
      
 $     
  
 
 
 
 
	 
 
 
  
 
  
 $ 	 

 
   
  
 
   	

      
 $ !   
 
 

 
    
 
  


  
 
 $ ! 
    
   
    

 
A


 % - 
 
	    
	

 $  	  "	  %	 =/  =A 
  "


" 	  " 6	%
7  	 6	7
=/ 
  	 	 	
	  /
= 
  	 	 	
	  
=) 
  	 	 	
	  )
?" "  =>       		 		 
	
$ "    	%
      $  / "   	
       		     "  		 
' '    

	 $  '  
	  		    	  

	   		   '  		   	   + 
 
'  +    +  $ ' '    		  

	 	' 
   >  	 	   
  
 $ => 

= 
  	 	 	
	  
?" "  =B  " 
   

 	  	 
$  B  	  		 	    

 5   	  	( 
	 
		     $  '             		


 '   

   

   

 $     

 $ =B 

?" "  =A    	  	    
	    
	  
  		     5 /'  	 " 		 	
  ' 	  "	  (
      $ ' '    		
	 ?	    

	       '  	  
 
	
		    $  >' ' '    	 	  	( 

$ =A 
 

    
	  

 
	    
  



    
 
	

 $  	  "	  %	 /  B 
  "


" 	  " 6	7  	 6	%
7
/ 
  	 	 	
	  =/
?" "         		 	%
 $  
	     %	  
	 		    $  =
	 
	 	 	( $  

) 
  	 	 	
	  =)
?" "  >  ' '    		 	%
 "	  

    
	 $   "	 "  
   	
 	( 
	  		    		

    	  	( 
	 
		     +  ' '     

	 $  => 
	  	( 
 		    '    	  
 		 '
'   $	 
   	(   
 		 ' '   
 = 	    "	  =>  	 	  	( 

 
  	 	 	
	  =
;

?" "  B   
   

  	%
  	 
$  =B'   

 	  
	  "	 	  5 =/ 
%	  	%
    		   $   

 	   
$ B 
 
$ /9  //    	  6	%
7 	 	%
 !
 	  
		   	  6	7 	 	  =	%
 
	 "	   	
   
	  %	 =/!=B  	
 
%	 /!B    

"  		 	    	
 !
   
	 & %
'  	  	 " 	 "	  	( 	
 
	
  
  "  	  (    : :/
  	%
 
  " #   	 :/ :/ 	 : :/   

	  " "
 	       	 :/  	 : :/ 8
?    $ // "    =A'   	 %	 	 
   
%	  
%	 %	 /!B " 
  
  !
	
    	%
    
	   	 	   

'   	 	 	  %	 =A
  
    
 
$	 	 %
	 " 
     ,  
 	 	%

   	%
 
  &	  $	 	
 ,	   
 6	%
7' 6
	7'  6
7  	 	  
 "	 	
%	 =/  =A $ ,    	 	 	
'  

 	 	  	 	 ,       ?% " 	
"  , 
	
     	    
      
	 	 	
  *
 %  + 

 

     

    

  + 



	




	   


	 

+   	   
  




   

   
	   
	 
 	  
   	 
  

   +     
  	

 
 	  
 
  	%
 
  &	   	    	4
' 	
'
 	
 $ 
 	   	%
   	      

 	 	  
	 		    5 	   	 

    
  &	 )         
	(   		   '     "	 = " "

    ' ' '    

 	 	   
	 E 











.
/
/ /
     
F

	  	  		 

  	%
'   "  	 

 
 
 	 "	     	    ( "	
 	   
	  	%
 
   
	  !
  	  
	
 



     

 
	 
 
 
     

 

     

 
  
	
 

,		 ;   	  "	  			 	 
 " 6	7  
     "  #	  	
  	%
 
'   %
 
   	 &	 )  !
 		       	%
 
 	  				

 "     
 
    " 	%


  

  	 &	 >  + )   +  	   	
	




 



     : 
    	   
 

 #  	       
	
 
	  

 
	
  
	
 
 	  
  
 	 
    '
 (  


      

 
	 
  
	
 
 
    
.	    	 =/   
	 	 ,    	  

" 	%
 0       		
 	   		  
	
  
	      

	       
	 		 
   	 	  			 
  	      
 		    $   
   
	 		 

	
	%
'  = 
 $ % # 	  ,  	  6
7  
			 
 2    	 ,      
 
'


 		 %	 =)!=A     	%
 
 

	 	 	 	
 	%
   	 
  Æ 	%
     
	   	%

 	 	  	  	( 


 
	 		  	%

 
 
 
    

  	%
    	 
	'      " "
 
	#
5" " 		 	%
 	  
 
   Æ 	%
 
	 	      	      (
  

	  "	 
   	   	   	 
	  &	 /
"    	 
	  	 	  
 
 


  
  	   	%
 5 	 	%
  "   , 
/9

  "	 	  
 
	 	
    	 	 	 " 
#  
  

   	  
 
   Æ 	%
  
  	%
 
 < 	 	  ,  	  6	 
	7 " 
" 		 	%
 "	 		 "	 6
	7  	 	%
  " 
 
	 %	' "	   	   
  	
 %  	  
  + 

    

   
	 
 G 


 	        
	 	 	   
  !
 
	   
 
  
    	 	

 
  /
 	  

 

+ 

 

+ 


 G + G 
$ 	%
 
 	  %
    
'  "   

    	
 
 
 	  	 &	 > 	 	
 

     	4
  	
 
 
 	  	 &	 >
$     	 &	  	   	   "  	
   	 	4
  	
  
'  
   
 
 $ 	 " 		 	%
 	  	%
 
 "  	
  "	 	  
     " 
   &! 
       
 

	 
    
 
   	

 
 	  
 
  	
  "  !	 	  	'  	'  

 	%
 ' '
 '  + 9   + '  + ' '   :
. 

	
    

       	  

 < ,   ,	  	   	 
	  	%

	  	 	  &	  	     	%
 
 		 
   	
       0 	 	
 	 
"	
   #  	        	  	

    
  )F      #  	
     






           
           










 !     
 

$ 

	
	    	   (	 	   	

	  	%
'   " 
#    "	 "	

   

   
	 	 	  "'!!  	     
 
	 
  +      	   *



   	%
 
 	      F 

   	  

     

  

	
 	  /     
//



     

  



 

     

  


	


(   "  		  

     

  



'
  %	    

     


  



 $


     


 

     

 	        
 
 
  '  		 $ 

     

  



 5  		

 "    

     

  


	
 
   	   
 
   	

 
 
 	
      
 
	 
 
   
) +    

 

        /    G 

   	  	       
 
	
)

	
      

( 0      

	
 /    G   )

	
 +  




  $  $ /    

 :  

   +      +   


 :  

    $'
)

	
 +  

 


+


   

 

 :  

 

 



    

   :   

  :   

   :    

  
+


     

 :  

    :    

 :  

    
+


      :     
+    

,		 /) 	 "

 ,  	    
  

  ,	      	 
   	  H	
	     %  "	 "    '   "

    		   	      	 	 &	 
C 
 	 )


 + 9 '  	 )

	
 + 9   	  	(
  "    0  	   

	
 

 
  	 &	 B
 


   
 

)

	


 "  	  

	

  "        	'  "	

   

 $ 	   6 7 	   	   
 %  	
 		 "      
)

	
  

    !	   
	#
 	 	  
/

	 "	

 	  "

'   	 	  	  !	  	
"	 

  "  	  	  6 7 &    
	  	%
 
 	       )

	
  9>      $
 	 	  	%
 
 	  " 
 
  !	' 

	  

	
	      
   	   	 
	
 	%
    
   
   

	
	 	 , 
 %	    
 	  Æ 	%
  0 

 
	   	   	  	
 < 

	 "  	      		 	  $ 

"	
,		    			  
 Æ 	%


     
     

 

+ 

'
 I (  
 
 

     

 

    

  
   	* 

        

    	  
  
 + 
 '
 (  
 
 	    
   


	 
$      	( 	 

I

   I

 
	#
   " 	 
	#    		  	 
	#
"    	  

' 
 ,	'   		  
	  	%
 
 "	  
   	     
 	*&! 
  + 

    

	

?  
	#!	 	 
   (
  !	
   	     

	
+

  

	
  +  


$  

	
 

        %	 
	#!	 	
	  
  
	  	 	  
	
  " 	%

     	  

	
 $ %    			


	    	  	 
	 " " 	%
 

  		
 	

   	 	     
   )

	
   

(   "  		   %	    	  	%


   )

	
    $ "      

	
  
 

 

    $ "    	%
   




%  

"	
 !     	      
    
 	    

  

 

 5 	 	  		  	 	
	
 " )

	
   "    	 
 
 

	
  
	#  
  ,   
 "  	 
	 
  	  
  	    6
7 

  
	# 	  	    
	# 	 	
    

 & %
 	 &	 A
/)



   
  
    
 
 #      

      #  "	   
   	
   #  "	    0 " , 

	
"	 	  
	   
	
   #   
	#  
  	
  

 
	#    	

   	  
     
 Æ 
	 

	 
 	*&!,
 
 + 



 /    

 



 /    

    
 :  + >












)
 :  :  :  :  + /9
$%
   
 	
 





 :  :  + B










)
 :  :  :  + ;
$%
 
  

 
 & 
 $%   #
   	   
 Æ 
	  
	


	
+

  

	
  + 

    

	
 
 &	 A   # "	   	 "   %
   
		   	   	 
	#!	3 	 A "	 	  
 		 
	#!	3   "	 	     #  "	
    &	    #  "	   	 	 	 %
 

   

	
   
	#!	3  /  $  	 
 
	 "	   	%
 
 "  	 	   
	%
 	   "	 "
   	 
	  	  	
&	 /
! 	
  "  #
 	  	%
   	 "	    23
	   6	7   	  	  
 
 

 $ 
 	%
   	 	
  	  		
 
 %			  		   	 >   

"  
/>

 		   	%
 $	 %			   
 	
 Æ "
 "  	   
	 	    
	  6		7 "	 	    	 	 , 	   !



	 $
   	  	
 
  	%
 
$ 
  "  
  	 
	 " " 	%
  "	
  
	 %	     Æ 	%
    
     	   	
   
 		

   	 23 
  	  	
 	 	  
 =	%
  	
    
!
  	
 
		 	 	    		
 
 )
$ 
	 	  	4  	%
    	 	 	 '
 	  		 1    $ 	   	 
	
  	 	  	  	 	 "#  	  	 
  	%
 
    
 
	 $	 %
 !
   " 
  	
 	 	
	  	 
	 		 "	  	  		  %		 	
  !   	  	

$"	
'( )* +     ! !		, * -	 +
..
'(  /	
  "!" "  !
#  $%" 
&
   '	  !,  , -	  0$, ..
'( 12 3 4  5 !" "!# &
 & 
, *

6, 7
,   
, 6 & 8.&.9, 

!#.
' ( 0+ +: 4 ; <, (   '	, = +
*
, ."!
'!( <
 >  " 	# )  *   
+!		! "!
! )  1 ;1 +, .##
/
